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M PRIMARSTUFE/SEKUNDARSTUFE |
3.-8. Schuljahr

Arme und
reiche Zahlen

0Oft kénnen sowohl leistungs-
starke als auch leistungs-
schwache Schiilerinnen und
Schiiler ihre Fahigkeiten im
Unterricht nicht ausschépfen. Die
hier vorgestelite Lernumgebung
zum Thema Teiler und Vielfache in
Form einer offenen Auftragsreihe
ermdglicht es den Lernenden, auf
ihrem eigenen Niveau zu arbeiten.
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Wie lassen sich angesichts zuneh-
mend heterogener Klassen die Anfor-
derungen im Mathematikunterricht
sinnvoll und praktikabel differenzie-
ren? Wie kann es insbesondere gelin-
gen, begabte Schiilerinnen und
Schiiler im Unterricht angemessen
zu fordern und zu fordern?

In einem Bericht zu zwei Projek-
ten in England zur Weiterentwick-
lung des Mathematikunterrichts be-
schreiben Trickett und Sulke (1993)
die — bekannte — Erfahrung, dass so-
wohl schulschwache als auch leis-
tungsstarke Schilerinnen und
Schiiler ihre Fihigkeiten bei weitem
nicht angemessen ausschopften. Eine
Offnung des Mathematikunterrichts
mit erhshten Anforderungen durch
komplexe Problemstellungen fiihrte
bei Schiilerinnen und Schiilern aller
Alters- und Konnensstufen zu einer
deutlichen Leistungssteigerung.

,Fordern heisst fordern® — diese at-
traktiv klingende Kurzformel entfal-
tet ihren Sinn allerdings erst dann,
wenn , Forderung“ auch Einladung,
Ermutigung, individuelle Begleitung
und Riickmeldung umfasst und zu-
dem an sinnvolle und reichhaltige
Lerninhalte gebunden ist. Die Verén-
derung kann also nicht einfach in ei-
ner Erhohung des Schwierigkeitsgra-
des bestehen. Der Unterricht muss so
gestaltet sein, dass das individuelle
Lernen herausgefordert und unter-
stiitzt wird.

Wie lasst sich ein solcher An-
spruch einlésen?

Auftragsreihen

Ideal ist es, wenn ein Lerninhalt in
Form einer ,offenen Lernumgebung®
aufbereitet ist. Besonders gut geeig-
net sind nach unserer Erfahrung
Lernumgebungen mit der Struktur
einer Auftragsreihe.

Fir die Konzeption einer solchen
Auftragsreihe muss man versuchen,
den Lerninhalt als Ganzen mit einer
Grundidee bzw. einer bestimmten
Struktur einzufangen (analog dem
Konzept ,Lernen mit Kernideen und
Reisetagebiichern“ von Gallin und
Ruf 1998). Diese Grundidee wird in
einzelne Auftrige sequenziert, die je-
weils so offen formuliert sein miissen,
dass die Lernenden sie auf unter-
schiedlichen Niveaus bearbeiten kon-
nen. Ein Beispiel fiir eine solche Auf-
tragsreihe ist der Zyklus Arme und rei-
che Zahlen in der Kopiervorlage. Lernin-
halte, die mit dieser Auftragsreihe
bearbeitet werden konnen, sind im

Wesentlichen: Teiler und Vielfache,
Primfaktorzerlegung, Potenzschreib-
weise und Rechnen mit Potenzen.

Weitere Beispiele fiir Auftragsrei-
hen sind etwa in Krauthausen (1998)
zu finden (,Materialien fiur die
Lehrerbildung am Beispiel Mathe-
matik®, Kap. 4, S. 113ff)).

Der Ablauf des Unterrichts kann
so aussehen: Die einzelnen Auftrége
werden in Streifen geschnitten und
den Schiilerinnen und Schiilern je-
weils zum Einkleben ins Heft gege-
ben. Damit kann die Bearbeitung in-

i .
dividuell gesteuert werden, zum Bei-

spiel indem zusiétzliche schriftliche
oder miindliche Impulse gegeben
werden. Die Einzelarbeit wird durch
regelmiflige Phasen interaktiven
Lernens durchbrochen: adressaten-
bezogene Auftriage, Partnerarbeiten,
Versammlungen. Indem die Vermu-
tungen und Erkenntnisse Einzelner
einander regelmaissig vorgestellt wer-
den, wird das Formulieren und Auf-
nehmen geiibt, gleichzeitig gibt es in-
haltliche Impulse, die zur Weiterar-
beit motivieren.

Begabungen fordern

Die im Kasten 1 dargestellten
Schiilerarbeiten zur Auftragsreihe
Arme und reiche Zahlen sind im
Rahmen des Projekts ,Fordertag fir
Kinder mit besonderen Begabungen®
im schweizerischen Kanton Thurgau
entstanden. Schiilerinnen und Schii-
ler der Primarstufe (1. bis 6. Schul-
jahr) mit einer ausgewiesenen Hoch-
begabung werden hier fiir einen Tag
pro Woche zu einer eigenen — alters-
gemischten — Klasse zusammenge-
fasst und nach einem besonderen
Konzept moglichst ganzheitlich ge-
fordert: Vormittags findet die Arbeit
im Schwerpunktfach statt; das Fach
wechselt von Halbjahr zu Halbjahr
(Mathematik, Philosophie, Informa-
tik, Geschichte u. a.). Am Nachmit-
tag arbeiten die Schilerinnen und
Schiiler an ihrer ,Recherche” zu ei-
nem selbstgewdhlten Thema. Der
Tag wird angereichert mit sozialem
Training, gemeinsamem Mittages-
sen und Spielangeboten in der Mit-
tagspause.

Im Schwerpunktfach Mathematik
bearbeiten alle Schiilerinnen und
Schiiler identische Auftragsreihen.
Aufgrund der altersgemischten Zu-
sammensetzung (Kinder von 7 bis 12
Jahren) ergeben sich ganz natiirliche
Unterschiede im Niveau der Bearbei-
tung.
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Arme und reiche Zahlen

1. Dies ist ein Rechengitter. Die Zahlen sind nach
einem bestimmten Rezept eingetragen:

8 24
4 12 | 36
2 6 18

» Wie lautet das Rezept?

2. » Erfinde ein eigenes Rechengitter, schreibe aber
dein Rezept nicht dazu.
Tausche dein Heft mit einer Partnerin oder
einem Partner. Findet eure Rezepte gegenseitig
heraus und schreibt sie auf.

3. » Suche dir ein Rechengitter mit einem
Multiplikationsrezept (wie im ersten Auftrag).
Mache einen Spaziergang in diesem
Rechengitter. Du kannst auf verschiedenen
Wegen zu denselben Zahlen gelangen.
Beschreibe die Wege.

4. » Wihle eine Zahl aus dem Rechengitter und
spaziere jetzt riickwdrts. Beschreibe ver-
schiedene Wege.

5. Wenn du von einer Gitterzahl nach oben oder rechts
gehst, erreichst du ein Vielfaches dieser Gitterzahl.
Wenn du nach unten oder links gehst, begegnest du
einem Teiler der Zahl.

Wenn alle Teiler einer Zahl im Gitter (bis 1) sichtbar
sind, entsteht ein Teilerbild.

Das Teilerbild von 36 sieht so aus:

4 12 | 36
2 6 18
1 3 9

» Wihle eine Zahl und zeichne ihr Teilerbild.
Mache das mit verschiedenen Zahlen. Schreibe
deine Beobachtungen und Uberlegungen auf.

6. Besitz der Zahlen
Die Welt der Zahlen ist sehr vielfiltig. Du kennst zum
Beispiel kleine und grofie Zahlen oder gerade und

ungerade Zahlen. Es gibt aber auch ganze und
gebrochene oder sogar unwirkliche Zahlen.

Die Zahlen haben untereinander ein richtiges
Zahlenleben: Alle haben Nachbarn; manche sind
verwandt, weil sie zum Beispiel zu derselben Reihe
gehoren; Zahlen konnen sich auch vermehren und
teilen.

Zahlen haben auch einen Besitz. Allerdings ist ihr
Besitz nicht sehr gerecht verteilt, es gibt sehr arme
und auch sehr reiche Zahlen. Du kannst einer Zahl
nicht sofort ansehen, ob sie arm oder reich ist — die
Zahlen halten ihren Besitz gut versteckt. Aber wenn
wir sie etwas genauer untersuchen, kénnen wir
feststellen, wie viel sie besitzen. Thr Besitz ist namlich
die Summe aller threr Teiler.

Beispiele:

Der Besitzvon 36ist 1 +2+3+4+6+9+ 12+ 18 =
55.

Der Besitz von 27 ist 1 + 3 + 9 = 13,

In der Mathematik werden alle Zahlen arm genannt,
deren Besitz kleiner ist als sie selbst. Zum Beispiel ist
27 eine arme Zahl.

Alle Zahlen, deren Besitz grifler ist als sie selbst,
heiflen reich. Zum Beispiel ist 36 eine reiche Zahl.

Untersuche Zahlen auf ihren Besitz:
» Welches sind besonders arme Zahlen?
» Welches ist die reichste Zahl zwischen 1 und
100, die du findest?
» Erkennst du bestimmte Eigenschaften von
reichen Zahlen?

7. Zahlen-Schmetterlinge

Es gibt unter den Zahlen einige ganz besondere
Exemplare. Wir kinnen sie mit aullergewshnlichen
Schmetterlingen vergleichen, weil sie genauso selten
sind und sich auch nur ganz schwer fangen lassen:

H Vollkommene Zahlen

Zahlen, deren Besitz genauso grof} ist wie sie selbst,
heiBlen vollkommen.

Vollkommene Zahlen sind zum Beispiel 496, 8128,
33550336, 85689896056. Niemand weill, wie viele
vollkommene Zahlen es iiberhaupt gibt!

Die beiden kleinsten vollkommenen Zahlen sind
kleiner als 30.

» Findest du sie?

B Doppelt vollkommene Zahlen

Zahlen, deren Besitz genau doppelt so grof} ist wie sie
selbst, heiflen doppelt vollkommen. Die kleinste
doppelt vollkommene Zahl ist durch 2 und 5 teilbar.
Auflerdem ist die Summe ihrer Ziffern 3.

» Findest du sie?

Ubrigens: Die zweitkleinste doppelt vollkommene Zahl
heifit 672.

B Befreundete Zahlen

Zwei Zahlen, deren Besitz jeweils genau so grofl ist wie
die andere Zahl, heiflen befreundet. Zum Beispiel sind
1184 und 1210 befreundet: Der Besitz von 1184 ist
1210 und der Besitz von 1210 ist 1184.
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einer ungeraden Zahl gefunden!

Zahlen, die eine Zahl ist 220.

Es gibt viele befreundete Zahlenpaare, aber niemand
weil}, wie viele es gibt. Und bis heute hat auch noch
niemand ein befreundetes Paar aus einer geraden und

Es gibt nur ein befreundetes Paar aus dreistelligen

» Findest du die Freundin von 22072

8. » Wihle eine Zahl und zeichne ihr Teilerbild.
Schreibe alle Zahlen in dem Teilerbild als

Potenzen von Primzahlen auf.
Wie viele Teiler hat deine Zahl?

10.» Wikle eine vollkommene Zahl. Schreibe alle
ihre Teiler auf. Bilde die Kehrwerte der Teiler
und auch der vollkommenen Zahl und zédhle
diese zusammen. Was ergibt sich?

» Wiederhole das Verfahren mit einer anderen
vollkommenen Zahl.

9. » Bestimme die Anzahl der Teiler von 1000.
Zerlege dazu 1000 in Primfaktoren und
itberlege, wie das Teilerbild aussieht.

Widhle dann eine eigene Zahl und bestimme die
Anzahl ihrer Teiler auf die gleiche Art.

Lerntagebiicher

Die Hefte der Kinder werden nicht
als ,Reinhefte“ gefiihrt, sondern als
eine Art Tagebiicher individueller
Lernwege. Es tauchen in ihnen auch
immer wieder Riickmeldungen von
anderen Kindern oder den Lehrkraf-
Auseinandersetzung mit dem Stoff
einmischen und Anregungen oder
Impulse geben wollen, um ein Kind
auf seinem Lernweg weiter zu for-
dern. Da die mathematischen Sach-
probleme das Zentrum der Aufmerk-
samkeit bilden, stehen sprachliche
Normen und Vorschriften der Text-
gestaltung im Hintergrund.

Die wichtigsten Gedanken, Ent-
deckungen und Uberlegungen der
Schiilerinnen und Schiiler werden je-
weils in einem kommentierten Be-
richt zusammengefasst und Kindern,
Eltern und weiteren Interessierten
zur Verfiigung gestellt. Aus einem
solchen Bericht werden hier Aus-
schnitte gezeigt. Sicher ist es eine be-
sondere Auswahl von Schiilerinnen
und Schiilern, die diese Auftrige mit
ungewdhnlich groflem Eifer bearbei-
tet haben. Trotzdem sind diese Er-
fahrungen unseres Erachtens auf ei-
ne Regelklasse iibertragbar; immer-
hin war das Leistungsspektrum
durch die altersgemischte Klassensi-
tuation ungewchnlich grof.
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Kasten 1: Schiilerarbeiten (Fortsetzung auf S. 54)
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Auftrag 3: Moira (10 J.) hat verschiedene ,,Spaziergange*
im Rechengitter gemacht und diese mit Hilfe von Potenzen
aufgeschrieben
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Auftrag 6: Gabriel (8 J.) sucht die reichste Zahl zwischen
1 und 100
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Kasten 1 (Fortsetzung): Weitere Schiilerarbeiten
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Auftrag 5: Dimitri (10 J.) denkt Giber den Aufbau des
»1eilerquaders” von 180 nach
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Auftrag 6: Nadia (10 J.) sucht die reichste Zahl zwischen
1und 100
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